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Testul 1

Subiectul 1

1.

a) Rezolvati in numere intregi ecuatia x* + 2y* + 3xy +x +y = 3.

b) Fie n € IN. Determinati numerele prime a = n* — 8#° + 16n° — 8n + 1.
¢)Dacil <a<b<c<dsia! bl c!-d =10! determinati numerele natu-
ralea, b, ¢, d.

. Fie patrulaterul convex ABCD, cu AB || CD, AE L CD, BF 1L CD, E, F €

€ (CD), M, N mijloacele segmentelor (4E), (BF), iar AC N BD = {O}.
a) Demonstrati ca, dacd O € MN, atunci ABCD este paralelogram.

b) Demonstrati cd, dacd ABCD este paralelogram, atunci O € MN.

¢) Determinati valorile functiilor sin si tg pentru unghiurile de 15° si 75°.

Subiectul al 11-lea

1.

Fie numerele strict pozitive a1 < a2 < ... <an, n € N, n > 3, si fie suma:
n
a
_ k
S, (c)=>] :
k=1 Gor)

a) Determinati permutarea o, daca suma Sy(c) este maxima.
b) Determinati permutarea o, daca suma S,(c) este minima.
¢) Fie p s1 g divizori naturali ai numarului » € N, n > 2. Demonstrati ¢ ecu-
atiile o” = e si 67 = e au o solutie comuna in S, daca si numai daci (p, ¢q) = 1.

Fie a > 0 si fie urmatoarele siruri date de termenii generali:

a”:(l—ij,bﬂz(l— ! ]-[1— ‘ ][1- ‘ ]
n’ (n+1)° (n+2)° (2n)“
[-a)
c,=|1- .
(2n)*

a) Calculati lima, pentru a < 1.
n—r0

b) Calculati limc, pentrua> 1.

n—>x

¢) Studiati convergenta sirului (bu)s>1, pentru a > 0.



Testul 2

Subiectul 1

1. a) Fie a, b, ¢ > 0. Comparati:

__a - b _y ¢ : CU.B:%- (a+b+F.')‘ .
(b+c)” (c+a) (a+b) 3 (a+b)b+c)c+a)
b)Fiea,b,c € (0, 1),cua+b+c=1. Demonstrati ¢ C > 1, unde:

2 2 2

C:(a+b) +(b+c) +(c+a) .

c+1 a+1 b+1
¢)Fies=a+b+c+d,cua, b,c,d>0. Demonstrati ca:

\/a+b \/b+c \]c+a 4(a+b+c)
+ + > ;
c+d VNa+d \b+d s
2. a) Demonstrati ci intr-un trapez isoscel dreapta paraleld cu bazele care trece
prin intersectia diagonalelor este bisectoarea unghiului facut de diagonale.
b) Fie trapezul ABCD, cu 4B || CD, AB = 2a, AD = DC = a, «ABC = 60°, iar
AC N BD = {O}. Trapezul are iniltimea 3b. Determinati perimetrul trapezu-

lui.
¢) Calculati lungimea segmentului (OC).

Subiectul al II-lea

x+y 0 x
1. Fiex,y € B, n € N'si fie matriccad=| 0 y 0 | Determinati:
X 0 x+y
a) A% b) 43; c) A"

2. Fie sirul (In)ner definit astfel: 7, = J.OE dx; I =F cos” xdx, n € N'. Demon-

0

strati ca:
RS PR AP ALV T
n+l n
2n-1
b) 12,1—1-3--- "R ynew
2 4 2n
2 1 .
Q) L e 2 ,Vnel
- 13 2n-1 2n+1



Testul 3

Subiectul 1

1. a) Fie a, b, ¢ > 0. Demonstrati ca:
at+b*+c*>abc(a+ b+o).
b) Fiea, b,c € E, cua+ b+ c=0. Demonstrati ca:
(@ + b+ D) =2a" + b*+ .
c)Fiea,b,ce R,cua+b+c=a"+hb>+c*=1. Demonstrati ca:
@+ b+ —3abc = 1.

2. Fie paralelogramul 4ABCD, cu BD = AD, M mijlocul lui (CD) si P = simu B.

a) Demonstrati ¢d BCPD este romb.

b) Demonstrati cd punctele 4, D, P sunt coliniare.
¢) Dacd «4 = 45°, aflati natura si unghiurile patrulaterului ABCP.

Subiectul al II-lea

b
1. Fie multimea M = {A(a, b) :[ ab J e M (R)}.
—3 a

a) Demonstrati ca exista o functie bijectiva f: C — M.
b) Rezolvati sistemul de ecuatii X + ¥ = A4(3, 3); X° + Y3 = 4(-9, 9).
¢)Daci a, b € B, cu 0 < a° + b* < 1, demonstrati ci existd an, by € R, cu

aﬂ b” M . .
A" = st lima =limb, = 0.
L a” n—®0 n—>x
3/ o+l
2. a) Fie a € [0, 1]. Determinati lim

n—x vl 1_'_\/7

g1
b) Calculati | ———=dx.
) ’ J.°1+i/;
—|+| - E+| EH
'_ 3 3 - & -"3 _1 n . 3
¢) Calculati lim .\’+( D . +( LA +...+()7x ,x €[0,1]
n—x 2 n
—+1 —+1] —+1
3 3 3



Testul 4

Subiectul I

LB . * * X X
1. a) Demonstrati ¢ pentru oricex € R, n € N, avem [E—]—} = [—}
n n

b) Fie m, n € N". Demonstrati ¢ pentru orice x € R", avem [[x]} [[X]}
m n

dacd si numai dacd m = n.

2 2 2
c)Determina‘gia,b,ceN*,dacé[ 7 }{ b }+{ ¢ }:[ 2 il
b+c a+c a+b a+b+c

2. Fie trapezul ABCD, cu AB || CD, AB > CD, E si F mijloacele laturilor (4D)
si (BO). Fie G intersectia bisectoarelor unghiurilor BAD si ADC, iar H inter-
sectia bisectoarelor unghiurilor ABC si BCD. Demonstrati cé:

a) punctele F, F, G, H sunt coliniare;
b) AD =2 EG,
¢)BC=2-FH.

Subiectul al Il-lea

1. Fie 4 e . #5(C) si A1, A2 ridacinile ecuatiei x* — (tr A)x + det 4 = 0. Atunci:
a) existd sirul (xi)n>1, astfel incat xp+1 = (tr A)xn — (det A) - xn-1;

n n

1

2 jardacali=he= x,=m\",ne N,
1T M2

¢) dacd A1 # A2, existd B, C € #5(C), astfel incat 4" = A'B +A5C, iar dacd
M = A2, existd B, C € . #5(C), astfel incat 4" =A{B+A{"'C.

b)daci i #A2 = x, =

2. Fie functia f: (1, ©) — B, £(x) = In(In x). Fie sirurile (an)n22, (bn)n=2, (Cn)n>2

definite prin a, = Z—— bo=an—f(n),cn=an—f(n+1).
=klnk
a) Studiati monotonia functiei f.
b) Demonstrati ca B In(In(k +1) - In(lnk)) <
(k+DIn(k +1)

¢) Studiati monotonia sirurilor (bn)n, (Cn)n.



Testul 5

Subiectul 1
- — - 4
1. a) Rezolvati ecuatia [SX 7}{15)6 17}{15)6 13}:3x+ )
4 12 12 5
b) Rezolvati ecuatia {[x;l]} + [[x ; 2]} + {[x;ﬂ} =x+1.

¢) Rezolvati inecuatia {x} + {2x} + {3x} <1, x e R.

2. Fie trapezul isoscel ABCD, AB || CD, AB =3 - CD, iar inaltimea trapezului
egald cu 2 - CD. Daca (MN) este linia mijlocie a trapezului, M € (4D), N €
€ (BC), DE 1 AB, E € AB, demonstrati ca:

a) AC | BD,
b) AC, DE, MN sunt concurente;
¢) ME || BC.

Subiectul al I1-lea
1. Fie sirul (Fu)no definit prin Fo =0, Fi1 =1, Fpe2 = For1 + Fa, V 1 € N, s fie
1 1
A= { O] . Demonstrati ca:
' .Ef—l Ei
a) A" = ,Vnzl;
F

1 =1
b) Foima = FoFn + Fule/nfl, vVon> 1, Vm2 1,
C) FoaFpa = E;‘ + (*1)”, Vnxl.

2. Fie functia f/: (0, ©) > R, f(x) = 2Jx . Fie sirurile (an)nz1, (bu)n=1, (Cn)nz1
1 1 1
definite prin @, =—=+—=+..4—=, b = an — f(n), c» = an — f(n + 1),
12 Jn

VnelN.
a) Studiati monotonia functiei /.

b) Demonstrati ca ! <2\/k+1—2\/E<Lk,k>0.

N T

¢) Studiati monotonia sirurilor (br)n, (Cn)n.




Testul 6

Subiectul 1

1.

Fie a, b € R. Demonstrati ca:
a) dacd [x + a] = [x + b] pentru orice x € R, atunci a = b;

b) {{a} + b} ={a +{b}};
:11-{—”—]
36

¢) Rezolvati in numere naturale ecuatia:

SR E

. Fie G centrul de greutate al triunghiului ABC si fie punctele M = simg 4,

N = simg B, P = simg C. Fie p semiperimetrul triunghiului ABC.

a) Demonstrati ca AMNP = AABC.

b) Dintre patrulaterele ABMN, BCNP, CANP, care poate fi dreptunghi si
care poate fi trapez?

¢) Demonstrati ¢d 2p < 3(GM + GN + GP) < 4p.

Subiectul al [I-lea

0 3
. Fie matricead=10 2 0.
0

5

30 5)
a) Determinati 42, 4°.
b) Determinati det(4”), n € N,
¢) Generalizare.

Fie a > 0 si fie sirul (/n)q=0 de integrale definit prin:
I(@) = ['sin'xdx, I,(a)= [ ~—— laz x) n" xdx,ne N

a) Determinati o formuld de recurenta.
b) Demonstrati ¢a pentru orice a = 0 si orice n € I\ avem:

[”(a)‘

n+l

(n+]!

0<

¢) Determinati lim/ (a).



Testul 7

Subiectul I

. . n+l 6n-1

1. Pentru orice n € I notdm [, :[ , }
n n+1

a) Demonstrati ca pentru orice n € N" avem [, < Ly+1.

b) Determinati card 4, unde A = {[, " Z |n € N'}.

2¢. 2’ n l
¢) Rezolvati ecua‘gia{ x;l}{2 Z+1J+...+[2 );+ } =2031.

2. Fie trapezul dreptunghic ABCD, AD || CD, AD < CB, «D = 90°, AD = DC,
BC=A4C, AF 1L BC, F € (BC). Perpendiculara in 4 pe AB intersecteaza CD
in £, BENAC={M}, BE N AF = {N}.

a) Demonstrati cd AANB = AAME.

b) Demonstrati ca BC = DA + DE.

¢) Demonstrati cd perpendicularele din 4 pe BE si din E pe AC se intersec-
teaza pe BC.

Subiectul al I1-lea

. . 2 1 3 02 3 -1
1. Fie matricele 4= s , B= ,C= 5 ) D = ABC. Deter-

3 -2 -1 -5
minati, pentru z € N, matricele:
a) B b) D" — AB"C; c) D"
2.FienelN,n=23, nfixat, A=R\{1,2,3, ....n},/[:R>R g:4->R,
, 1 1 1
) =x-Dx-2)-...-(x—n), glx)= + + .t :
x—1 x-2 X—n
a) Demonstrati ca functia g este strict descrescatoare.
b) Demonstrati ca pentru orice x € 4 avem g(x) = %
f(x

¢) Demonstrati ¢ pentru orice x € R avem (f(x))* > f(x) - f"(x).



Testul 8

Subiectul I

1. a) Rezolvati in numere reale ecuatia:
3Jx+y +2J8—-x+,6—-y =14.

b) Fie a, b, ¢ € [0, 1]. Demonstrati inegalitatea:

a’ +a b’ +b ct+ec
3 3+ 3 3+ 3 370
4+b°+c” d+c’+b 4+a +b
. 1
c)Demonstra‘glcél+l+—+...+ 1 >£,VneN.
2 3 2"-1 2

2. Fie patrulaterul convex ABCD si AC n BD = {O}. Fie $1, 2, $3, 54 ariile
triunghiurilor AOB, BOC, COD, DOA. Precizati natura patrulaterului 4BCD

pentru care:
a) S1=293; b) S1= 83 51 52 = S3; ¢)S1=82=28;.

Subiectul al II-lea

1. a) Determinati a, b, ¢ € R, astfel incat si avem ad’ + bA> + cA = O3, unde

1 0 1
matriccadeste A=|{0 1 0].
1 0 1

b) Fie A, B € . #,(C) cu proprictitile: existd m, p € N*, 4™ = B = On, AB =
= BA. Demonstrati ca existd g € N, astfel incét (4 + B)? = On.

4 =21
¢) Determinati 4”7, n € N', pentru matricea A= 2 0 1/,
-2 2 1

2.FieneN,n>3,4=R\{1,2,3, .,n}, [ R>R g:4->FR, f(x)=
=x-Dx-1)-...-(x—n),gx)= ) —.
o x—k

a) Determinati numarul asimptotelor graficului functiei g.
b) Calculati ji( g(x+1)—g(x))dx.

¢) Determinati numarul solutiilor reale distincte ale ecuatiei f(x) — af (x) =0
pentru a € R.

10



Testul 9

Subiectul 1

1- 1-yz 1-
1. Fie E(x, y, z):(\/l—xy+\/1—yz+\/1—xz) \/ a4 \/ 4 \/ 1,
-xy 1-yz 1 xz
unde x, y, z € (0, 1).
a) Demonstrati ca E(x, y, z) > 9.
< . 8lxyz
b) Daca x + y + z =1, demonstrati ¢d E(x, y, z) 2 ——————.
Xy +yz+zx
. . . 5 1
¢) Fie a, b, ¢, d € R. Demonstrati cd min(a—b*, b —c*, ¢ —d*,d —a*) < —.

2. Fie I punctul de intersectie a bisectoarelor interioare ale triunghiului 4BC,
anume (4D), (BE), (CF). Demonstrati cé:

B I
g A BLIC 5y RLEIC A B IC

AD BE CF AD BE CF ID IE IF

Subiectul al I1-lea

1 2
1. Fie multimea G = {X(a)=L +ad|a € R},unde 4= [1 2} :

a) Demonstrati cd X(a) - X(b) € G,V a,b € R.
b) Demonstrati ca pentru orice g € R \ {—%} , existd o € R, astfel incat

X(a) - X(o) = L.
¢) Calculati [X(gn .neN".

2. Fic o functic f: B — R, continua in x = 0, cu £(0) = 1 si £(x) = x + f[ﬁj,
e

VxeR.
a) Determinati lim f(x-e”"),x e R.

H—®

b)Demonstra‘gicﬁf( ) f( ”H) ,VxeR,neN.

¢) Determinati functia f.
11



